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Introduzione

Nel 1942 Saunders Mac Lane e Samuel Eilenberg, i fondatori della teoria delle
categorie, scrivevano:  “It should be observed first that the whole concept of
a category s essentially an auxiliary one; our basic conceptls are essentially
those of a functor and of a natural transformations [...]”. Tale affermazione
puo essere considerata il manifesto di questa disciplina che cerca di descri-
vere strutture matematiche astraendo il piu possibile dalle loro proprieta
accidentali. L’approccio categoriale mira a cogliere I'essenza di un ogget-
to matematico, le caratteristiche salienti di una costruzione per mezzo delle
“relazioni” che questi hanno con altre strutture esistenti. Detto cio, &€ com-
prensibile la cruciale importanza dei funtori e delle trasformazioni naturali
di cui parlano Mac Lane ed Eilenberg.

Proprio per questo tentativo di astrarre il pit possibile dal contesto con-
tingente in cui una struttura puo trovarsi, la teoria delle categorie non puo
ascriversi a nessun ambito particolare della matematica. E una disciplina
trasversale che sottosta a tutte le altre. A provare cio, contribuisce sicura-
mente la visione di alcuni logici che individuano nella teoria delle categorie
un ottimo sostituto a quella insiemistica per questioni di fondazione della
matematica. Il primo tentativo venne attuato tra il 1964 e il 1970, quando
Lawvere cerco di formulare in termini categoriali la logica del primo ordine.

L’intento di questo lavoro e duplice. Il primo capitolo e la prima meta del
secondo vogliono mostrare come effettivamente sia possibile interpretare la
logica del primo ordine nella teoria delle categorie per mezzo della struttura
di fibrazione, abbandonando 'approccio originario di Lawvere e prediligendo
quello di Jacobs e Makkai. In particolare si vede come la logica del primo
ordine dia vita ad una struttura categoriale con determinate caratteristiche
algebriche (c-po-fibrazione). Infine si danno nuove dimostrazioni dei teoremi
classici della logica (correttezza e completezza) per mezzo di enunciati cate-
goriali equivalenti. Questi interessano non solo la fibrazione che nasce dalla
logica, ma tutta la classe delle strutture ad essa simili.

Nel lavoro trattiamo soltanto con la logica coerente, ovvero il frammento
comune alla logica classica e intuizionistica che contiene solo le regole per A,
V, T, L e d. Diamo, inoltre, per note le definizioni e le costruzioni principali
della teoria dei tipi e delle categorie (i.e. categoria, funtore, trasformazione
naturale, prodotto, coprodotto, pullback, ...) e usiamo le seguenti notazioni:

e ogni categoria B verra assunta localmente piccola. Dato un suo oggetto
A, indichiamo con B(A, —) il funtore rappresentabile B — Set. Esso
associa ad un elemento B, l'insieme dei morfismi in B tra A e B e ad



ogni freccia f : B — B’ una funzione B(A, B) — B(A, B’) che manda
g:A— Bin fg: A— B,

se la categoria B ha un oggetto terminale (iniziale) lo indicheremo con
1p (Op). Nel caso B sia Set spesso gli oggetti terminali e iniziali ver-
ranno indicati rispettivamente con {x} e (). Sia A un oggetto di B,
denoteremo con !4 'unica freccia A — 1g;

dato un funtore p : [E — B, 'immagine tramite p di un oggetto X in E
verra indicata di solito con pX quando questo non creera confusione.
Altrimenti si usera la notazione con le parentesi p(X). Analogamente
per le frecce in E.

il sequente logico © F ¢ indichera che dalle formule in © & possibile
dedurre ¢;

data una formula ¢, p{y/x} indichera la formula che si ottiene sosti-
tuendo tutte le occorrenze libere della variabile y con x. Con ¢{y/z}
indicheremo la sostituzione simultanea delle occorrenze libere di i =
(Y1,---yn) con & = (x1,...,x,). Tali notazioni verranno applicate
anche per insiemi di formule ©, ovvero ©{y/z} indichera l'insieme
costituito da ¥{y/x} per ogni 9 € ©;



1 Fibrazioni

1.1 Definizione e primi esempi

Iniziamo il capitolo con la definizione di fibrazione, struttura categoriale che
risultera estremamente utile per trattare la logica del primo ordine.

Definizione 1.1 (Fibrazione). Sia p : E — B un funtore.

e Un oggetto X di E & sopra un oggetto A di B se pX = A; un morfismo
z: X —>YinEesopra f: A— Bin B se pz = f;

e Un morfismo z: X — Y in E e cartesiano se per ogni g : Z — Y in E
tale che p(g) = p(z)w per qualche w : pZ — A esiste un’unica freccia
h:Z — X sopra w tale che g = zh.

e Il funtore p : [E — B e una fibrazione se per ogni f : A — Bin B e
per ogni Y in [E sopra B, ¢’@ un morfismo cartesiano z : X — Y in E
sopra f per un appropriato X sopra A. In tal caso z prende il nome di
sollevamento cartesiano di f.

Facciamo subito alcune semplici osservazioni, utili per comprendere meglio
la definizione precedente.

Osservazione 1.1.

a) Sia p : E — B una fibrazione, sia z : X — Y una freccia cartesiana
sopra f : A — Bewu: X — X un isomorfismo in E verticale (ovvero
sopra ids). Allora zu : X’ — Y & ancora una freccia cartesiana sopra
f. Vale anche il viceversa, ovvero date due frecce cartesiane sopra f,
z2: X =Y ez : X' =Y, allora esiste un unico isomorfismo verticale
u: X — X' tale che z = 2/u.



b) Per ogni A oggetto di B possiamo considerare la categoria E4 che ha
come oggetti gli elementi X di E sopra A e come frecce morfismi verti-
cali. Indichiamo inoltre, dato f : A — B morfismo in B, I'insieme delle
frecce X — Y in E sopra f con E;(X,Y).

Consideriamo ora f : A — B in B. Per ogni elemento Y di E? possiamo
scegliere un oggetto X in E4 che & dominio di una freccia cartesiana sopra f
con codominio Y. Questo permette di definire una mappa f* tra gli oggetti
di E4 e EB, estendibile anche ai morfismi. Dato y : Y — Y sopra idg,
chiamiamo vy e vy le frecce cartesiane con codominio Y e Y’ e dominio f*(Y)
e f*(Y’'). Allora per cartesianita della freccia vy, poiché yvyy : f*(Y) — Y7,
esiste un’unica freccia u : f*(Y) — f*(Y’) che fa commutare il diagramma

seguente.
}T

y —Y Ly’

Poniamo quindi f*(y) = u. Si verifica che, cosi definito, f* : E4 — E?
risulta un funtore che prende il nome di funtore pullback. Osserviamo che
fissato Y, la scelta di X in E4 come sopra puo essere fatta in diversi modi.
Questo porta alla definizione di un altro funtore pullback che pero risulta
naturalmente isomorfo al primo. Mostriamo la seguente proprieta.

Lemma 1.1. Sia p : E — B una fibrazione e f : A — B eg: B — C due
morfismi in B. Allora (gf)* é naturalmente isomorfo a f*g*

Dimostrazione. Per ogni Y € EC esiste una freccia cartesiana vy : (gf)*Y —
Y. Definiamo 7y = f* o g* o 7y e dimostriamo che n = (ny)ycge € una
trasformazione naturale. Sia u : Y — Z un morfismo in E¢ e proviamo che
il seguente diagramma commuta

(9f)Y == g*(f*Y)

(gf)*Ul lg*(f*u)

9f)Z =9 (f*Z)

ovvero che g*o f*(u)ony = Q*Of*(U)Of*Og*ow enzo(gf) (u) = frog oyzo
(9f)*(u) sono in realta lo stesso morfismo. Questo e evidente considerando il
diagramma commutativo che nasce dalla definizione dei funtori pullback in
figura.



@)Y 2y L ey L gy

(gf)*Ul % lu % lg*u % lf*g*u

G252 —= 92— 97

La trasformazione naturale n € un isomorfismo in quanto per ogni Y, ny lo
e. Il suo inverso nasce componendo la mappa ’y{; o 'yg*y : 9" (fY) =Y, dove

'y{i Y - Ye ’y]gc*y : 9" (f*Y) — f*Y sono le frecce cartesiane che nascono
da come sono definiti i funtori pullback f* e ¢g*, con il funtore (gf)*. O

Proseguiamo vedendo un’utile caratterizzazione delle frecce cartesiane.

Lemma 1.2. Siano p : E — B una fibrazione, f : A — B un morfismo
inB, X € EA, Y € EP e Z oggetto di E. Data z : X — Y, per ogni
g :pZ — pX = A esiste una mappa z o (—)g : Eg(Z, X) = Ep2)4(Z,Y) che
ad u: Z — X sopra g associa zu. z e cartesiana Se e solo se per ogni g € Z
come sopra, z o (—), € una biezione.

Dimostrazione. Supponiamo che z sia una freccia cartesiana. Definiamo la
funzione t : Ey.)y(Z,Y) = Ey(Z, X) che aw : Z — Y sopra p(z)g associa la
freccia q : Z — X sopra g tale che zg = w. L’esistenza e 'unicita di tale ¢
e garantita dalla cartesianita di z. Si verifica facilmente che ¢ & la funzione
inversa di z o (—),.

Viceversa, supponiamo che z o (=) sia una biezione per ogni Z e per
ogni g : pZ — pX. Data w : Z — Y tale che p(w) si fattorizza in p(2)g,
esiste un’unica freccia v : Z — X sopra g tale che w = zu e quindi z e
cartesiana. [

Corollario 1.3. Dati p : E — B una fibrazione, un morfismo f: A — B in
B e due oggetti Z e Y rispettivamente sopra A e B, si ha

EYZ, f(Y)) 2 Ef(Z,Y).

Presentiamo nel seguito, per chiarezza, alcuni esempi di fibrazione e di
funtori pullback.

Esempio 1.1.

e Fibrazione delle famiglie in B
Data una categoria B consideriamo la categoria B~. Essa ha come
oggetti frecce f : A — Bin B e un morfismotra f: A — Beg:C — D
¢ una coppia di morfismi (u,v) in B talicheu: A — C,v: B — Deil
quadrato che si genera commuta (ovvero vf = gu). Esiste una mappa



canonica cod : B7 — B che ad un oggetto f : A — B associa il suo
codominio B. Si dimostra che cod e un funtore tra le due categorie e
definisce una fibrazione se e solo se B ammette pullback.

In tal caso, data f : A — B in B e preso un oggetto g : Y — B sopra
B, un funtore pullback ¢ quello che associa a g il morfismo f*(g) :
f*(Y) — A che nasce dal seguente pullback in B:

ffY) —Y
I*(9) i l (1).
B

A1

NS

Fibrazione dei predicati in B

La categoria totale ¢ P(B) avente come oggetti le coppie (X, A) con
X sotto-oggetto di A (ovvero X ¢ una classe di mono in A) e A in B.
Per un’esposizione piu dettagliata confrontare [I]. Il funtore che defini-
sce la fibrazione ¢ Pred(B) : P(B) — B che alla coppia (X, A) associa
l'oggetto A. Tratteremo il caso B = Set, in cui i sotto-oggetti di un
dato A possono essere identificati con i suoi sottoinsiemi e la categoria
base ammette pullback. Scriveremo per semplicita Pred per indicare
Pred(Set). Visto che tratteremo spesso con questa fibrazione, descri-
viamone le caratteristiche principali. La categoria totale P(Set) ha
oggetti identificabile con una coppia (X, A) con X C A. Dati due ele-
menti (X, A) e (Y, B) come sopra, una freccia ¢ il dato di due morfismi
(g, f) tali che il seguente diagramma commuti:

g
X—Y
incl incl

Osserviamo che fissato f : A — B, g € univocamente determinato.
Analizzando la fibra sopra A, si ha quindi che tra due oggetti esiste
al pitt una freccia (quella di inclusione), il che conferisce alla categoria
P(Set)” una struttura di poset (Cfr. Definizione isomorfa a P(A).
Data f e Y C B come sopra, un funtore pullback associato f* manda
Y in f71Y] C A.

Generalizzazione della fibrazione dei predicati
Nell’esempio precedente, le fibre di un oggetto A sono isomorfe all’in-
sieme delle parti P(A), cioe Set(A,2). Pertanto la fibra dell’elemento
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terminale della base (1get = {*}) & isomorfa al poset 2 = {0,1} con
0 < 1. Come vedremo successivamente parlando della fibrazione di
Lindenbaum-Tarski, questa caratteristica ¢ strettamente connessa alla
possibilita di valutare semanticamente un enunciato in soli due modi:
vero o falso. Volendo generalizzare, rimanendo sempre nel frammen-
to coerente della logica del primo ordine, possiamo fare in modo che
la fibra sopra l'oggetto terminale sia isomorfa ad un qualsiasi altro
reticolo limitato distributivo H. In tal caso otteniamo la fibrazione
Predy(Set) in cui la categoria base ¢ sempre Set, ma nella catego-
ria totale gli oggetti sono coppie (A, f) con f: A — H e una freccia
h: (A, f)— (B,g) ¢ una funzione h : A — B tale che f < gh (ovvero
per ogni x € A, f(z) < gh(z), nella struttura di reticolo di H). Data
una proiezione prodotto m : A x B — A, il funtore pullback 7* associa
ad f: A— H,loggetto fr: Ax B — H.

1.2 Proprieta di alcune fibrazioni

Discutiamo ora alcune semplici proprieta delle fibrazioni. Iniziamo con la
definizione di freccia cocartesiana e successivamente mostriamo un teorema
che lega 'esistenza di tali tipi di morfismi ad un’aggiunzione che rivestira un
ruolo centrale nel seguito.

Definizione 1.2. Dato un funtore p : E — B e una freccia z : X — Y si
dice cocartesiana se ¢ cartesiana in p® : E? — B°. In particolare per ogni
freccia w : X — U tale che p(w) = gp(z) per un certo g : pY — pU, esiste
unica u : Y — U sopra g tale che uz = w.

U.

p.

pU

Teorema 1.4. Sia p : E — B una fibrazione, f : A — B una freccia in B e
f*: EP — EA il funtore pullback associato. f* ha aggiunto sinistro Xy se e
solo se per ogni X € E4, ¢’¢ una freccia cocartesiana con dominio X .
Dimostrazione. (=) Sia Xy 4 f* e n: 1ga = f*¥; 'unita dell’aggiunzione.
Abbiamo la freccia nx : X — f*3;X che composta con la freccia
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cartesiana 7y, : f*¥X;X — 3 ;X porta al morfismo ¢ : X — XX sopra
f che mostriamo essere cocartesiano. Sia z : X — Z una freccia sopra
h = gf. Allora si ha il seguente fatto

(1) A (2) A
Ei(X,Z) = EA(X, 1" Z) = EA(X, f'¢"Z)

3 (4)
~ EB(SX, g°Z) = By (3, X, Z),

dove il primo isomorfismo e il quarto derivano dal Corollario [1.3], il se-
condo da h = gf e dal Lemma , il terzo dall’aggiunzione Xy = f*.
Verifichiamo ora che l'isomorfismo E (27X, Z) — E,(X, Z) equivale
alla composizione a destra con §. Cosi facendo a z corrisponde un’u-
nica freccia w : Xy X — Z tale che wd = 2 e si prova la tesi. Nella
figura seguente mostriamo esplicitamente i passaggi che permettono
la creazione dell’isomorfismo precedente numerandoli in accordo con
I’equazione sopra.

0

i s
X—(j?f VX =YX
f*kl(l) a) lk
f*g*Z 2 g*Z w

wJ(g) b) lm

Wz —2 7z
(3)

Con 71, 72, 73 € 774 indichiamo le generiche frecce cartesiane generate dai
funtori pullback considerati. Ripercorriamo ora gli isomorfismi sopra
descritti per la mappa E (XX, Z) — E,(X, Z).

Sia dataw € E (XX, Z). Allora per (4) w = y,0k come in figura. Per
(3) otteniamo f*konyx : X — f*¢*X e quindi il morfismo po f*konx :
X — h*Z. Infine componendo a sinistra con 73 abbiamo la freccia

voluta in E, (X, Z). Vista la commutativita di a) e di b) dimostriamo
quanto voluto, ovvero che

13000 ffhony =0y 0 ffkony
=y0koyony
=vy40kod

=wod
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(<) Definiamo il funtore X : E4 — EP| come segue:

— oggetti: Dato X esiste una freccia cocartesiana con tale oggetto
come dominio (nel seguito verra indicata con dx). Poniamo ;X
il codominio di tale morfismo;

— morfismi: data z : X — Y, poiché la freccia 6x : X — XX
¢ cocartesiana, esiste un’unica freccia u : ¥y X — Y tale che
udy = z, che composta con dy : Y — XY porta all’esistenza di
un morfismo XX — XY,

E facile mostrare che effettivamente X # cosl definito ¢ un funtore ed e
I’aggiunto sinistro di f*. Per quest’ultimo punto esibiamo I'isomorfismo
EB(Z;X,)Y) @2 EA(X, f*Y). Datat: XX — Y, tdx : X — Y e per
la cartesianita di vy : f*Y — Y, esiste una freccia s : X — f*Y.
Viceversa, data s : X — f*Y, 7ys: X — Y e per la cocartesianita di
dx : X — XX, esiste una freccia t : ¥y X — Y.

O

Nel seguito tratteremo casi in cui, data una fibrazione p : E — B e una
freccia f : A — B in B, il funtore f* : E® — E4 ha un aggiunto sinistro
¥y EY — EB. Questo pud soddisfare alcune proprietd importanti che
elenchiamo.

e Stabilita o Condizione di Beck-Chevalley
Consideriamo il quadrato commutativo a sinistra nella figura sotto-
stante e supponiamo che a* e b* abbiano aggiunti sinistri Y, e .
Otteniamo cosi il quadrato a destra.

f*

A B EA«l _EB
GJT Tb (2) EaT sz (3)
A’ i B EA’ i EB’

Esiste una trasformazione naturale canonica n : ¥, f"™* = f*%,. Infatti

EASo X, 5 X) 2 EY(f* X, a* f*5, X)
~ EA/(f/*X, f/*b*EbX)

dove il primo isomorfismo deriva dall’aggiunzione ¥, - a* e il secondo
dalla commutativita del quadrato (2). L'unita idga = b*¥, permette
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poi di definire una funzione EA(f*X, f*X) — EY(f™*X, f*b*3,X).
Chiamando « : EA'(f*X, f*X) — EAZ.f"X, S X) , a(idp-x) @
una freccia tra X,f*X — f*¥,X che rappresenta la X-componente
della trasformazione naturale canonica 7. Diciamo che ¥, e stabile
in relazione al quadrato (2) (oppure che ¥, soddisfa la condizione di
Beck-Chevalley rispetto al quadrato (2)) se 17 € un isomorfismo naturale.

e Reciprocita di Frobenius
In questo caso supponiamo che le fibre ammettano prodotti binari e
che i funtori pullback li preservino. Siano X sopra A e Y sopra B.
Abbiamo una freccia canonica

w: Y x X = 1Y xE5X)

che nasce come segue. Sia 7 : idgs = f*X; la unita dell’aggiunzione
Y - f*. La mappa w nasce dalla composizione di ids+y X nx : f*Y X
X — f*Y x f*¥;X con l'isomorfismo canonico f*Y x f*¥,X = f*(Y x
Y;X) derivante dal fatto che f* preserva i prodotti. L’aggiunzione
fornisce poi la freccia z : X¢(f*Y x X) = Y x ¥;X. Diremo che ¥,
soddisfa la reciprocita di Frobenius se per ogni scelta di X e Y come
sopra, z risulta un isomorfismo.

Riprendiamo gli esempi visti precedentemente e studiamo 1’esistenza degli
aggiunti sinistri per i funtori pullback in quei casi.

Esempio 1.2.

e Fibrazione delle famiglie in Set
Dal momento che la categoria Set ammette pullback, il funtore cod(Set)
definisce effettivamente una fibrazione. Sia f : A — B in Set. Defi-
niamo ¥; : (Set™)4 — (Set™)? come il funtore che associa al mor-
fismo g : X — A, la funzione fg : X — B. Mostriamo che ¥y I-
f* e per farlo troviamo un isomorfismo canonico (Set™)?(Xg,h) =
(Set™)A(g, f*h), dove h : Y — B. Siau : X — Y una freccia ap-
partenente a (Set”)5(Xg,h). Poiché g : X — A, per la proprieta
universale del pullback nel diagramma in figura, esiste un’unica freccia
v: X — f(Y). La mappa che ad u associa v come sopra ¢ biunivoca
e costituisce la biezione cercata.

12



Jlv

frv)—3y

| b
A f

— B

e [ibrazione dei predicati in Set
Come osservato nell’Esempio [I.1], data f : A — B, il pullback f*
associa ad Y C B, f![Y] C A. Tale funtore ammette un aggiunto
sinistro 3 : (P(Set))? — (P(Set))? che mappa X C A in f[X] C B.
Si dimostra facilmente infatti che

P(Set)* (X, f*(Y)) = P(Set)” (X;(X),Y)
in maniera canonica.

e Predy(Set)
Datorm : AXB — A, un aggiunto sinistroa7* ¢ ¥ cheay : AxB — H
associa la funzione \/, .z y(a,b) : A — H. Verificare I"isomorfismo
naturale si riduce a vedere che ¥, f < g se e solo se f < 7*g.

C’¢ una stretta analogia tra questo esempio e quello precedente. Sce-
gliendo infatti H = 2, una coppia (A, f) puo essere identificato con I'in-
sieme X ={a € A : f(a) =12} C A. Una freccia h: (4, f) = (B, g)
deve verificare che f < gh, ovvero per ogni a, se a € A, cioe se
f(a) = 15, allora anche gh(a) = 1s. Quindi h(a) € Y, dove Y ¢
il sottoinsieme di B con cui si identifica la coppia (B, g). Il funtore
pullback 7* associa ad X C A, l'insieme

{(a,b) e Ax B : fr(a,b) =13} = {(a,b) e AXB : a€ X}
~ 7 'X]C AxB.

L’aggiunto sinistro, all’insieme Y C A x B corrispondente alla cop-
pia (A x B,y), associa il sottoinsieme X di A costituito da tutti gli
elementi a € A per cui \/,.zy(a,b) = 13, ovvero n(Y) = {a € A
b € B t.c. (a,b) € Y}. Anche per Predy(Set) vale la considerazione
fatta per 'esempio precedente, ovvero si ha anche qui la possibilita di
applicare quanto detto sopra ad una qualsiasi freccia f e non solo alle
proiezioni prodotto.

Siamo ora pronti per definire due classi di fibrazioni che rivestiranno
nel seguito un ruolo cruciale dal momento che la fibrazione del frammento
coerente della logica del primo ordine (Cfr. Capitolo 2) apparterra a queste.
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Definizione 1.3 (po-fibrazione). Una fibrazione p : E — B ¢ detta po-
fibrazione (il prefisso 'po-” sta per 'partially ordered’) se ogni fibra E4 con A
in B ¢ un ordine parziale. In particolare, nella categoria E4 presi due qualsiasi
oggetti X,Y esiste al pitl una freccia tra di essi e non ci sono isomorfismi
diversi dalle identita.

Definizione 1.4 (c-fibrazione). Una fibrazione p : E — B ¢ detta c-fibrazione
(il prefisso ’c-" sta per coerente) se:

e B ha prodotti finiti;

e per ogni A in B, la categoria E4 ha prodotti finiti e coprodotti fini-
ti soddisfanti la legge distributiva (cioe per ogni X,Y e Z la freccia
canonica (X x Z)+ (Y x Z) — (X +Y) x Z & un isomorfismo);

e ogni funtore pullback conserva i prodotti finiti e i coprodotti finiti;

e per ogni proiezione prodotto m : C' X B — B in B esiste 'aggiunto
sinistro X, di 7* soddisfante la reciprocita di Frobenius e la condizione
di Beck-Chevalley rispetto ad ogni quadrato commutativo come in (4),
in cui anche 7’ ¢ una proiezione prodotto.

CxB-~*—>B

ido % bT Tb (4)

CX B,,—>B/

Chiameremo c-po-fibrazione una fibrazione che appartiene ad entrambe
le classi sopra descritte. Inoltre in una po-fibrazione, dati due oggetti X, Y in
una stessa fibra, indicheremo con la scrittura X <; Y l'esistenza di X — Y
sopra f e con X <Y lesistenza di una qualche freccia X — Y.

Come da prassi in matematica, una volta introdotte le fibrazioni, defi-
niamo un concetto di mappa che preservi la loro struttura. Questo porta
alla nozione di morfismo di fibrazioni. In realta si potrebbe dimostrare che,
prendendo come frecce i morfismi di seguito definiti, la classe delle fibrazioni
costituisce una categoria.

Definizione 1.5 (morfismo tra fibrazioni e c-morfismo).

e Siano date due fibrazioni p : E — B e g : F — . Un morfismo tra
queste e una coppia di funtori ¢ : [E — F, F': B — D tali che Fp = q®
e ® manda frecce cartesiane sopra f in E in frecce cartesiane sopra F'f
in [F.
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e Siano date due c-fibrazioni p: [E — B e ¢ : F — . Un c-morfismo tra
queste & un morfismo (®, F') tra le due fibrazioni in cui i due funtori
preservano la struttura di c-fibrazione. In particolare questo significa

che:

a) F preserva i prodotti finiti;

b) per ogni A in B, il funtore indotto ®4 : E4 — FF4 preserva i
prodotti e i coprodotti finiti;

¢) ® manda frecce cocartesiane sopra le proiezioni prodotto in frecce
cocartesiane;

Cerchiamo di comprendere meglio le definizioni precedenti. Sia f : A — B
inBe f*: EPf — E4. Il morfismo (®, F) genera un funtore ®(f*) : ®(E4) —
®(EP) che, dove definito, presenta le caratteristiche che qualificano il funtore
pullback F}. Grazie al Teorema , tale considerazione, applicata al fatto
che @ preserva le frecce cocartesiane ed F' i prodotti, ¢ utile per mostrare
che, se f ¢ una proiezione prodotto e X - f*, allora c’¢ un isomorfismo
canonico tra ®(EP)(®(L;X), @Y) = O(EA)(P(X), ®(f*Y)) che soddisfa le
condizioni di naturalita imposte. Questo comporta che ®(X,X) 4 O(f*),
ovvero Ypn®(X) 4 F(f)*.
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2 Cenni di logica categoriale

2.1 Logica tipata

Prima di analizzare come rappresentare in termini categoriali le relazioni
logiche che possono sussistere tra proposizioni, occorrono alcuni cenni di
logica tipata. L’approccio che seguiremo puo essere racchiuso nella seguente
massima: “una logica ¢ sempre una logica sopra una teoria dei tipi”. Il
significato che attribuiamo ad un insieme di simboli dipende essenzialmente
dal significato che diamo ai simboli stessi. Per questo motivo una scrittura
del tipo < succ(z) non racchiude nessuna informazione se privata di un
contesto. Essa invece diventa una proposizione se ad esempio diciamo che x
e una variabile che puo assumere valori in N.

Cerchiamo di formalizzare quanto detto precedentemente. Supponiamo
di avere un linguaggio con un insieme di variabili {vy,vs,...}. Una pro-
posizione dovra essere quindi accompagnata da un contesto, ovvero da una
dichiarazione finita I' = vy : 01,...,v, : 0, che specifica i tipi abitati dalle va-
riabili che vi occorrono libere. Possiamo assumere senza perdita di generalita
che una data formula presenti soltanto le prime variabili nella enumerazione
sopra considerata e quindi identificare I con 'insieme ordinato o4, ..., 0,.

Introduciamo ora anche il concetto di segnatura tipata grazie alla quale
potremo parlare di simboli funzionali. Essa viene indicata di solito con la
lettera 3 e consiste di una coppia (T, F') dove T' & un insieme di tipi e F' ¢
una mappa 7" X T' — Set che associa ad ogni n—upla di tipi oy,...,0, €
ad un tipo 7 un insieme di simboli funzionali che prendono in input abitanti
di 04, ...,0, e restituiscono in output un elemento in 7. Denoteremo 7' con
1%

Quanto succede per i simboli funzionali accade per quelli predicativi. Una
segnatura tipata con predicati & costituita da una coppia (%,II) con ¥ una
segnatura tipata e Il una funzione 7% — Set che ad ogni sequenza del tipo
o1,...,0, associa un insieme di simboli predicativi che risultano definiti su
elementi in input di quel tipo.

In ogni ambito in cui e possibile sviluppare una logica, abbiamo bisogno
di un criterio per distinguere formule ben formate e formule mal formate.
Necessiteremo quindi di regole ad hoc per maneggiare le prime e per regolare
la loro costruzione. Sebbene Prop non costituisca un tipo, con abuso di
linguaggio, scriveremo I' | ¢ : Prop (o piu semplicemente I, ¢) per indicare
che ¢ & una formula ben formata nel contesto I'. La specifica del contesto
e essenziale in scritture di questo tipo poiché I' non e altro che una lista
di variabili in cui appaiono quelle libere in ¢ con i loro tipi. Le regole che
governano la buona formazione di una formula derivano da una generalizza-
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zione di quelle usate nella logica non tipata. In particolare tra queste regole
trovano posto anche quelle che qualificano a proposizione formule nate da
composizioni tramite operatori logici di due proposizioni. E utile sottolinea-
re una differenza sostanziale tra quelle riguardanti gli operatori del calcolo
proposizionale e quelle dei quantificatori. Ad esempio le regole per A ed 3
sono le seguenti:

I'| ¢:Prop ['| ¢ : Prop Iz:0|¢:Prop

I'| oAy : Prop ['|3z:0p:Prop

Nel caso di A il contesto rimane immutato, mentre in 3 questo non accade.
Tale fatto gia suggerisce un qualcosa che sara piu chiaro nel seguito: i quan-
tificatori non saranno interpretati a livello categoriale nello stesso modo in
cui lo sono gli operatori del calcolo proposizionale, in quanto prevedono una
modifica di contesto.

Oltre alle regole precedentemente accennate, abbiamo bisogno anche di
regole di deduzione. Esse derivano da quelle previste dal calcolo dei sequenti
con opportune modifiche atte a trattare la presenza di contesti. Tratteremo
con espressioni del tipo I' | ¢ F ¢ per indicare che il sequente 1) - ¢ vive
nel contesto I'. Scriveremo A>T | ¢ b ¢ per indicare che il sequente ¢ F ¢
risulta derivabile nel contesto I' dagli assiomi di A e infine > I" | ) F ¢ per
indicare che esiste una derivazione del sequente precedente senza assunzio-
ni. Osserviamo che i sequenti che abbiamo definito e con cui lavoreremo
presentano solo una formula al conseguente, in accordo con quanto previsto
dal calcolo usuale per la logica intuizionistica. Nell’antecedente in teoria,
potrebbero comparire anche piu formule ma ¢ possibile dimostrare che, se
O ¢ un insieme di formule, il sequente I' | © F ¢ & derivabile se e solo se
loeI' | AO F ¢. Non sara riduttivo quindi analizzare solo il caso in cui
all’antecedente e al conseguente compaiono una sola formula. Useremo, per
chiarezza, lettere greche maiuscole per indicare un insieme di proposizioni
(©,V,®) o contesti (', A, A) e lettere greche minuscole (¢, 1), 1) invece per
indicare una singola formula. Ricordiamo infine che tratteremo soltanto il
frammento coerente della logica del primo ordine, ovvero quello che prevede
solo le regole logiche riguardanti A, V, L, T e d. Nel seguito assumeremo che
quanto detto precedentemente circa la derivabilita di sequenti avvenga in tale
ambito, ovvero soltanto per mezzo delle leggi che elenchiamo di seguito.

Regole di contesto
IOk Fz:oy:o|OFY
Tx:o|OFY 1 Loo:o| ©{y/z} Foly/x}
Cz:oy: 1,17 |©OF
Ly:rx:0l"|©OF
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Regole strutturali

F|1/):PropId oereyp re,qgry
LlyEy ' I'Neekry
rNoerqy F|gp:Pr0pW I e,opkv F|@|—goc
NI LO,eky
['6,¢x60FY S '-M:o Az:o A | {x/M} 1
I'[O,x,¢ 6 F¢ AT A Of{x/M} = p{x/M}
Regole logiche
re-T | LEy
Fiekye roekrqy FoOkFeAy
. :E
rerone N rlory
I[OFpAY I'O,pbx T[O¢Fx
:E :1
rrery rle.pvirx
IOk IOk
.1 :I
T'|[OF oV Va Lfekrevy v
F,x:a|@,g0l—z/;§ll F|@,E|a::ag0l—¢E|E
'oe,3z:0pbv¢ = Dox:o| O,k —F°

2.2 Fibrazione di Lindenbaum-Tarski: sintassi e dedu-
cibilita

Un ultimo lavoro che deve esser fatto e quello di capire come possono essere

visti i termini di un linguaggio in un contesto categoriale come quello in cui

ci stiamo muovendo. Supponiamo di avere un termine M che, analogamente
al caso delle formule, possiamo assumere avere le prime n variabili nella

enumerazione {vy,vq,...}. Inoltre sia I' = oy,...,0, un contesto per cui
M : 7. Tale termine puo essere visto come una freccia che prende in input
elementi dei tipi oy, ..., 0, e restituisce un abitante di 7. Questo approccio

porta alla seguente definizione.

Definizione 2.1 (Categoria classificante (o modello dei termini)).

Sia ¥ una segnatura tipata. Definiamo la categoria C£(X) con oggetti i con-
testi di 2. Un morfismo tra I' e A = vy : 7,...,v, : 7, € una n-upla di
termini My, ..., M, tali che I' - M, : ;.

Si dimostra facilmente che C/(X) ¢ effettivamente una categoria. Dato il
contesto I' = vy : 01,...,v, : 0,, l'identita su I' non e altro che la n- upla
(v1,...,v,); Vassociativita dei morfismi discende da opportuni lemmi di so-
stituzione. Osserviamo inoltre che fissata X, la categoria classificante C£(X)

18



ammette i prodotti finiti. In particolare consideriamo I' e A come sopra. Dal-

la proprieta universale del prodotto segue che ' x A =o0y,...,00, T1,. .., Tm,
ovvero la concatenazione dei due contesti, da leggersi come vy : o1,...,v, :
OnsUnt1 * Ontly- -« Untm * Ontm-

Abbiamo finalmente preparato tutto il necessario per poter introdurre la
fibrazione di Lindenbaum-Tarski per il frammento coerente della logica del
primo ordine. Data una teoria T, definiamo la categoria totale Z1(X) nella
maniera seguente.

Definizione 2.2. Z3(Y) ¢ la categoria avente:

e oggetti: classi di equivalenza del tipo (I',[¢]) con I' contesto in cui
compaiono le variabili libere di ¢. Due sequenti I' | ¢ e I' | ¢ sono
equivalenti se e solo se sono equivalenti logicamente nella teoria T,
ovvero se sono derivabili in T i sequenti I' | p ¢ e T' | ¥ F ¢;

e morfismi: un morfismo tra (I, [¢]) e (I, [¢)]) & un morfismo di contesti
M : T — T” tale che da T ¢ derivabile il sequente T' | ¢ b {#/M}
nella logica coerente. L’identita ¢ la freccia derivante dall’identita tra
contesti; la composizione tra due morfismi e la freccia derivante dalla
composizione tra le due mappe nei contesti.

Si puo dimostrare che la posizione sopra e corretta e definisce effettiva-
mente una categoria. Quando T = () indicheremo la categoria sopra .Z(3).
Non ¢ restrittivo supporre di lavorare in quest’ultimo caso. E necessario
passare al quoziente per la relazione di equivalenza logica per dotare la fibra-
zione di una struttura di poset. Questo passaggio ¢ pero del tutto corretto
e non comporta alcun problema. In particolare I'esistenza di una deduzione
[' | ¢ 9 garantisce l'esistenza anche di una deduzione di I' | ¢’ F ¢/ per
qualsiasi ¢’ e ¢’ rispettivamente nelle classi di ¢ e di ¥. Questo ci permet-
te di scrivere ad esempio > I' | [¢] F [¢] per indicare che > T' | ¢ - ¢ o
equivalentemente che per ogni ¢’ € [p| e ¢/ € [)] & derivabile il sequente
L|¢Ey.

Il funtore ¢ : Z(X) — Cl(X), che ad un oggetto (', [¢]) associa il contesto
[ e ad una freccia il £ (%) il morfismo corrispondente tra i contesti, definisce
una fibrazione con proprieta notevoli che saranno utilizzate in seguito.

Teorema 2.1. [l funtore { : L (X) — CU(X) definisce una po-fibrazione.

Dimostrazione. Nel seguito assumeremo che I' = (x; : oy1,...,2, : 0,),
A= (1T, YmTm) e A= (w1 :p1,...,wp 1 pp)
Iniziamo col dimostrare che £ € una fibrazione, ovvero che data una freccia

—

M = (My,...,M,):T"— AinCl(X) e fissato (A, [¢]), esiste una freccia car-
tesiana con questo codominio sopra M. Sia f: (I, [o{y/M(Z)}]) — (A, [¢]).
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Una tale freccia esiste poiché ¢ derivabile il sequente T' | o{7/M (%)} +
o{y/M(Z)}. Dimostriamo che tale freccia ¢ cartesiana. Sia dato un mor-
fismo u : (A, [¢)]) — (A, [¢]), ovvero esiste N = (Ny,...,N,) in C{(X) tale
che:

e & derivabile il sequente A | ¢ F o{7/N(@)};

e si fattorizza lungo il morfismo M in CA(X), ovvero esiste P : A — I
con Nj(wy,...,wy) = M;(Pi(wy,...,wp), ..., Py(ws,...,w,)) per ogni
tdalan.

Per provare la cartesianita di f dobbiamo mostrare che esiste un’unica freccia
v (A []) = (T, [p{§/M(Z)}]) sopra P tale che fv = u. Llesistenza di un
tale morfismo va provata dimostrando che ¢ derivabile il sequente A | ¢
(p{7/ M (Z)}){Z/P()}. Dalle ipotesi sulla fattorizzazione del morfismo N,
questo corrisponde a A | ¥ F ¢{7/N(@)} e la derivabilitd del sequente &
garantita dall’esistenza della freccia u : (A, [¢]) — (A, [¢]).

Osserviamo infine che fissato un morfismo M in Cl(X) e due oggetti A, B
in Z(X) esiste al pit un’unica freccia sopra M con A, B rispettivamente
dominio e codominio, dipendentemente dal fatto che un dato sequente sia
derivabile 0 meno. Questo dimostra non solo I'unicita della freccia f di cui
sopra, ma anche la struttura di poset delle fibre. Infatti dato I' in C/(X),
nella categoria .Z(3)" una freccia tra due oggetti & un morfismo verticale
sopra idp. Tra due oggetti distinti (I', [¢]) e (', [¢)]) non puo esserci piu di
una freccia visto che se fossero derivabili i sequenti I'| ¢ F ¢ e T'| ¥ F ¢,
allora ¢ € [¢] e 1 due oggetti considerati sarebbero in realta lo stesso. O

Premettiamo al teorema centrale del capitolo la seguente osservazione.

Osservazione 2.1. Dato T' € C{(), la fibra .Z(3)" ha come oggetti tutte e
sole le classi di equivalenza di formule ben formate nel contesto I'. L’ordine
in tale categoria ¢ quello dettato dalla derivabilita, ovvero (I, [¢]) < (T, [¢])
se e solo se e derivabile il sequente I' | ¢ ).

Teorema 2.2. La fibrazione { : £ (X) — CU(X) definisce una c-po-fibrazione.

Dimostrazione. Per il teorema precedente, ¢ € una po-fibrazione. Ora dimo-
striamo che essa ¢ anche coerente.

e la categoria base ammette prodotti finiti
E stato gia osservato che C/(3) ammette prodotti finiti.

e ogni fibra ammette prodotti e coprodotti finiti che soddisfano
la legge distributiva
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Fissiamo I' contesto e consideriamo la fibra .Z(3)". Questa categoria
ammette oggetto finale (I',[T]) e oggetto iniziale (I',[L]). L’esisten-
za dei prodotti e coprodotti finiti equivale quindi a dimostrare quella
dei prodotti e coprodotti binari. Siano pertanto (I, [¢]) e (I, [¢/]) due
oggetti di Z(X)L.

— L’oggetto (T, [¢ A ]) ¢ il loro prodotto. Esso ¢ dominio di due
frecce verso gli oggetti considerati. Inoltre se esistono morfismi
(T, [9]) — (T, [¢]) e (T, [9]) — (T, [¢]), significa che nel contesto T
¢ derivabile ) Ap da 9. Allora esiste la freccia (I', 9) — (I', p A9).

— L’oggetto (', [¢ V ¢]) ¢ il loro coprodotto. Esso ¢ codominio di
frecce che partono dagli oggetti considerati. Inoltre se esistono
morfismi (I, [¢]) — (T,[9]) e (T, [¢]) — (T,[9]), significa che
per sia solo da ¢ che solo da v e possibile derivare . Allora
e sicuramente possibile derivare ¢ dalla loro disgiunzione.

Infine € noto dal calcolo logico proposizionale che la disgiunzione e la
congiunzione soddisfano la legge distributiva (Cfr. Appendice).

ogni funtore pullback preserva prodotti e coprodotti finiti
Dato M : T — A, a meno di isomorfismi naturali, possiamo considera-
re come funtore pullback M* : Z(X)2 — Z(S)' che manda 'oggetto
(A, [¢]) in (T, [o{ M(Z)/7}]), ovvero ha l'effetto logico di una sosti-
tuzione simultanea di termini. Questa commuta con l'operazione di
congiunzione o disgiunzione e pertanto tale funtore preserva prodotti e
coprodotti finiti.

esiste ’aggiunto sinistro per ogni proiezione prodotto

Sia m : 'A — T una proiezione prodotto in Cl(X). Allora 7* :
L)' - Z(X)F ha come aggiunto sinistro X, : Z(X)' — Z(X)F
che a (T'A,[g]) associa (I',[Fy1 : 71,...,3Ym : Tmy]). L’aggiunzione
deriva dal fatto che canonicamente

ZE)(ETA, [e])), (T, [9) = ZE)(TA, [¢]), (7T, [1)))-

Da un punto di vista della logica, quanto sopra detto equivale a dire
che

>T | Jyr 7,y WY T oY seesolose > TA|oF

Notiamo che poiché ¢ appare anche solo nel contesto I', in essa non
occorrono libere le variabili y;. Fatta questa osservazione e facile dimo-
strare la doppia implicazione da cui discende la validita della tesi.
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e 'aggiunto X, soddisfa la condizione di Beck-Chevalley
La condizione di Beck-Chevalley deve essere soddisfatta per i quadrati
come in figura (4). Pertanto consideriamo il quadrato commutativo in

CUs)

'A—" 5 A

A/ T A’

Dobbiamo mostrare ora che la canonica trasformazione naturale 7 :
Y, (tdp x M)* = (M)*%,, & un isomorfismo. Consideriamo un oggetto
(TA, [p]) in Z(Z)F2. Allora
S, (ide x M)* (DA, [¢]) = Er, (DA, [p{ g/ M ()}])
= (N, Bay:o1..., 3w, 0y g/ M(0)})
(M)*Zm(rAa [90]) = (M)*<Av [3:)31 201 73‘7:71 “0n 90)]
(A" [(Bxy s oy, 3wy 00 ) {Y/ M (w0)}])

Per le proprieta logiche della sostituzione, i due oggetti in .Z(X)*" sono
identici. Questo conduce facilmente alla costruzione dell’inversa di 7 e
quindi alla dimostrazione della nostra tesi.

e ’aggiunto X, soddisfa la reciprocita di Frobenius
Consideriamo 7 : ’A — T e gli oggetti (I'A, [¢]) e (I, [¢]). La freccia
canonica della reciprocita di Frobenius e

2 B (m (1, []) < (TA, [g])) = (I [¢]) x B2 (TA, [g]),  ovvero
2o (0 [Fyr: 1 Y s T A p]) —
= (T, [0 A Ty i1 Ty Tin]).

Considerando che 1) appare nel contesto I', nei suoi elementi non occor-
rono Yy, . . ., Y, come variabili libere. Questo ci permette di concludere
che il morfismo z € in realta un isomorfismo, visto che nel contesto I', da
YAy T Y T puo essere dedotto Jyp Ty ... Yy - TR A .

]

Osserviamo che il secondo punto della dimostrazione precedente poteva
essere semplificato notando che .2 ()" ha la struttura di reticolo distributivo
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limitato e quindi il prodotto di due elementi ¢ il loro estremo inferiore e il
coprodotto il loro estremo superiore.

Nel seguito, per evidenti motivi, nella fibrazione ¢ : Z(¥) — C{(X) il
prodotto tra due oggetti (', [¢]) e (I, [¢]) potra essere indicato con il simbolo
A e il coprodotto con V.

2.3 Semantica funtoriale

Nella sezione precedente abbiamo visto la fibrazione in cui puo essere rap-
presentato un frammento della logica del primo ordine. Per un’interpreta-
zione algebrico-categoriale di teoremi classici come quello di correttezza o di
completezza, € necessario definire un modello.

Inizialmente ci occuperemo di interpretare i termini. A differenza delle
strutture insiemistiche per la logica non tipata, qui bisognera anche trattare
in maniera diversa tipi diversi. Un’idea potrebbe essere quella di creare
un insieme di riferimento per ogni tipo che verra considerato e questo e
quello che essenzialmente verra fatto. Sia ¥ una segnatura con T = |¥|
I'insieme dei tipi corrispondente. Un modello per X consiste di una collezione
di insiemi (A,)yer € una funzione [[—]] che ad ogni simbolo funzionale f :
O1,...,0, = Opy1 associa una funzione [[f]] : Ay, x -+ x A,, = A,,.,. Per
poter intepretare tutti i termini pero abbiamo bisogno di qualcosa di piu.
Supponendo per semplicita di lavorare in un linguaggio che non presenta
parametri o costanti ma solo variabili tipate (X, )y,e-, € necessario anche un
insieme di funzioni (p, : X, — A,)ser- Avendo a disposizione la terna
(Ao, [[~]]; po) riusciamo effettivamente a definire una mappa I che va dai
termini del linguaggio ad oggetti della struttura creata. Una descrizione
ricorsiva di questa viene data da quanto segue:

x— py(z) perz: X,

flsostn) = (U)o L)),

dove f:o1,...,0, > 0Opr1 €ty :01,...,t,:0Op.

Proponiamo ora un modo diverso ma equivalente per concepire un mo-
dello ma che presenta notevoli vantaggi, uno fra tutti quello di generalizzare
la semantica anche fuori dal contesto insiemistico. L’assegnazione di un in-
sieme per ogni tipo puo essere vista come una mappa C¢(¥X) — Set. Questa
funzione deve avere delle proprieta aggiuntive, dettate dal fatto che ad un
morfismo tra due tipi in C¢(X) deve corrispondere un morfismo in Set tra
gli insiemi con cui vengono interpretati gli oggetti di C¢(X) associati. Un’al-
tra caratteristica richiesta, per quanto detto precedentemente, e che il tipo
o1,...,0, sia mandato nel prodotto cartesiano degli insiemi immagine dei

23



vari ;. Queste due considerazioni ci avvicinano alla definizione seguente di
struttura insiemistica per una segnatura ..

Definizione 2.3. Sia ¥ una segnatura tipata e B una categoria che ammette
prodotti finiti. Un modello di ¥ in B ¢ un funtore M : C{(X) — B che
preserva i prodotti finiti.

Come nel caso delle strutture non tipate, possiamo definire anche in que-
sto caso morfismi tra strutture. Adottando la definizione sopra, questi si
traducono in trasformazioni naturali tra funtori.

Ci occupiamo adesso di intepretare i simboli relazionali. Questo viene
fatto cercando di generalizzare il concetto di modello visto nella definizio-
ne [2.3 ovvero definendolo come un morfismo tra la fibrazione della logica
e un’altra fibrazione p : E — B. In quest’ottica, data una segnatura con
predicati (X,1T) e un morfismo che preserva prodotti M : C{(X) — B, per
ogni simbolo P : oq,...,0, in II, dobbiamo definire un oggetto in E sopra
M(oy,...,0,) = M(oy) X ... M(0,). Questo argomento, insieme alla con-
siderazione che il lettore trovera dopo I'enunciato del Teorema [3.3, motivano
la prossima definizione.

Definizione 2.4. Siano (X, II) una segnatura tipata con predicati e p : E —
B una c-po-fibrazione. Un’interpretazione di (X,II) in p € un morfismo di
c-fibrazioni

25,10 25 E

zl lp (6).

) —M-B

Il dato della fibrazione p : E — B e del c-morfismo (M, N) come sopra
definisce una struttura per la logica coerente. Un sequente I' | ¢ = 9 &
soddisfatto nella struttura (M, N') se N(T, [¢]) < N (T, [¢]). (M, N) & una

struttura per una teoria T se soddisfa tutti i seguenti in T.

Notiamo che nel caso in cui (M, N) & un modello per T in p : E — B,
allora tale c-morfismo puo essere usato per costruirne uno tra la fibrazione

lp s Zp(3,10) — CUY) e p.

Osservazione 2.2. Osserviamo che nella definizione di struttura ¢ richiesto
che (M, N) sia un c-morfismo e la fibrazione p : E — B sia coerente. Questo
serve per poter estendere U'interpretazione dei simboli relazionali (e quindi
delle formule atomiche) ad un’interpretazione di tutte le formule del linguag-
gio. Cosi facendo infatti N conservera i prodotti finiti, i coprodotti finiti e
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rispettera le condizioni richieste per I'aggiunto sinistro dei funtori pullback
delle proiezioni prodotto. In particolare si avra

NI [T]) = Tgmey;
N(L,[L]) = Ogmay;
N, [p Ad]) = ( [p]) xgmay N(L, [4]);
N, [p v ) = NI [@]) e N(T [9));
N(T, Bz : 0¢]) = Zpm(N(T @20, [9])),

dove 7 e la proiezione prodotto I'c — I" in B.

2.4 Teorema di correttezza

Concludiamo il capitolo dimostrando a livello algebrico-categoriale il teorema
di correttezza per il frammento coerente della logica.

Teorema 2.3 (Teorema di Correttezza). Sia (X,11) una segnatura tipata e
(M, N) una struttura come nella definizione[2.4 Se il sequente T' | ¢ 1 ¢
derivabile nella logica coerente, allora é soddisfatto da (M, N).

(T, [¢]) in Z(X). Tale freccia viene mandata da (M, N) in un morfismo
N [p]) = N(T,[¢]) in E, testimone della validita della disuguaglianza
voluta. O

Dimostrazione. 11 sequente I' | ¢ F 1 ¢ derivabile se e solo se (I, [¢]) <

Notiamo che il teorema precedente in realta dimostra anche una forma,
seppur tautologica, della completezza. In effetti e facilmente dimostrabile
che se per ogni modello (M, N) : £ — p vale N(X) < N(Y), allora X <Y.
Basta considerare a tal proposito il modello id, : ¢ — ¢ e la disuguaglianza
fornita dall’ipotesi in questo caso diventa quella che prova la tesi.
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3 Teorema di Completezza di Godel

3.1 Enunciato e primi lemmi preparatori

Nel seguente capitolo dimostreremo ’analogo categoriale del teorema di com-
pletezza di Goédel per il frammento coerente della logica del primo ordine.
Prima di presentare I’enunciato avremo bisogno delle seguenti definizioni.

Definizione 3.1. Un funtore F' : A — B ¢ detto conservativo se riflette gli
isomorfismi, ovvero se per ogni freccia f in A, se F(f) & un isomorfismo,
allora lo ¢ anche f. Un morfismo di fibrazioni ¢ detto conservativo se induce
funtori conservativi tra le fibre.

Osserviamo che se le categorie A e B della definizione sopra sono poset,
allora F' e conservativo se e solo se e iniettivo.

Lemma 3.1. Siano A e B due categorie poset che ammettono estremo infe-
riore per ogni coppia di oggetti. Sia F : A — B un funtore che li preserva
(ovvero F(Ay AN Ag) = F(A1) NF(Ay) per ogni Ay e As). Allora F' ¢ iniettivo
se e solo se F(Ay) < F(As) implica A; < A,.

Dimostrazione. Supponiamo F' iniettivo e sia F(A;) < F(A). Allora ab-
biamo che F(A;) A F(A2) = F(A;) e poiché F conserva l'estremo inferiore,
F(A; N Ag) = F(A;). Per Uiniettivita di F, si ha Ay = A; A Ay ovvero

Siano A; e Ay tale che F(A;) = F(A). In particolare F'(A;) < F(Ay)
e F(Ay) < F(Ay) e quindi per ipotesi A; < Ay e Ay < A;. Da tali disu-
guaglianze segue che A; = A, ovvero, data la generalita di A; e Ay, F ¢
iniettivo. [l

Con una formulazione del tutto equivalente, dal lemma precedente otte-
niamo il seguente corollario.

Corollario 3.2. Siano A e B due categorie poset con prodotti binari e F
A — B un funtore che li preserva. Allora F' é conservativo se e solo se
F(A)) < F(Ay) implica Ay < A per ogni Ay e A,.

Analogamente si pud mostrare che se (M, L) ¢ un morfismo di po-fibrazioni,
allora esso e conservativo se e solo se presi qualsiasi due oggetti nella stessa
fibra X, Xo, M X; < MX, implica X; < X5. Enunciamo adesso il teorema
di completezza, per il frammento coerente, in termini categoriali.

Teorema 3.3 (Completezza). Sia data una c-fibrazione p : E — B con B
categoria piccola. Siano inoltre f : A — B inB, X € E4 e Y € EB. Se per
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ogni (M, L) : p — Pred(Set) c-morfismo si ha che M(X) <y M(Y), allora
X <; Y. Equivalentemente, per arbitrari B in B e X,Y in EP, se X LY
allora esiste un c-morfismo (M, L) : p — Pred(Set) tale che M(X) £ M(Y).

Per comprendere meglio ’enunciato, conviene fare un’osservazione.

Osservazione 3.1. A differenza del Teorema |2.4|che, come gia detto, dimostra
una forma tautologica del teorema di completezza, quello che verra analizzato
in questo capitolo si concentra su una sottoclasse di modelli, quelli che posso-
no effettivamente essere messi in corrispondenza con le strutture insiemisti-
che. Il discorso che apre la sezione sulla semantica categoriale ci permette gia
di cogliere il nesso tra modelli insiemistici e funtori che conservano i prodotti
Cl(X) — Set. Volendo estendere il concetto ai predicati, ci accorgiamo che
la cosa piu naturale che puo essere fatta e quella di considerare la fibrazio-
ne Pred. Nella semantica insiemistica infatti, ad ogni simbolo predicativo
P sopra il tipo o1 X -+ X g, associamo un sottoinsieme di A, x --- x A,
dove A,, € l'insieme in cui viene interpretato il tipo ;. Questo € quello che
accade anche dal punto di vista categoriale considerando la fibrazione dei
predicati. L’analogia tra i due concetti di semantica si estende anche al caso
dell’intepretazioni di formule pit complesse di quelle atomiche. Mostriamo
un esempio per chiarire meglio cio. Supponiamo di avere I' | p(xy,...,2,) e
I' | ¢(z1,...,2,) e siano B, e B, i sottoinsiemi di A,, x --- X A, che indi-
cano in un determinato modello insiemistico per quali valori delle variabili
x1,...,T, 1sequenti sopra considerati sono validi. Allora nella semantica in-
siemistica la formula " | p(z1, ..., z,) Aq(xy, ..., z,) verra considerata valida
per quei valori di x1,...,x, in cui entrambi i congiunti sono validi e cioe in
B, N B,. Nel caso della semantica categoriale, considerando il modello asso-
ciato a quello insiemistico, il sequente sara valido se la sua immagine tramite
N sara codominio di una freccia con dominio N(T',[T]). Per le proprieta di
c-morfismo ed osservando che il prodotto nelle fibre e I'intersezione si ha

N, [p(xy, .. xn) Aq(x, ... x,)]) =
L, p(x, ... xn)]) x N(T, [q(z, ..y 20)])
U, [p(z1, ... 20)]) ON(T, [q(21, - .o 20)])s

in pieno accordo con quanto previsto dalla semantica insiemistica.
Tutto il capitolo sara volto alla dimostrazione del Teorema [3.3] Iniziamo

con alcune notazioni e definizioni che useremo in seguito.

Definizione 3.2. Siano t e f rispettivamente l'oggetto finale e iniziale della
fibra sopra l'oggetto terminale in B e sia p : E — B una c-fibrazione. Essa

soddisfa
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o la \V—proprieta o proprieta disgiuntiva se per ogni X,Y in E1=,

t<X+Y implica t<Xot<Y.

o la I—proprieta o proprieta esistenziale se per ogni B in B e X in E?,
se t <3, X, allora esiste b : 1y — B con t < b*X.

Supponiamo p : E — B sia una po-fibrazione. Allora il simbolo di < puo
essere sostituito con =, dato che t e I’elemento finale. Diremo inoltre che X
ha supporto globale se ¥, X =t e cheb:1p — B ¢ un suo elemento globale
se b*X = t. La proprieta esistenziale nel caso delle po-fibrazioni quindi
si traduce nel dire che se X ha supporto globale, allora possiede anche un
elemento globale.

Queste due proprieta sono soddisfatte dalla fibrazione della logica coe-
rente (visto che il calcolo dei sequenti intuizionistico presenta tali caratteri-
stiche). Esse inoltre sono state introdotte per motivi tecnici come illustra il
seguente teorema.

Teorema 3.4. Sia p : E — B una c-po-fibrazione con la \V-proprieta e la
I-proprieta in cui £ # t. Allora la categoria c|p, Pred(Set)] dei c-morfismi
tra le due fibrazioni non € vuota.

Per dimostrarlo abbiamo bisogno del seguente lemma.

Lemma 3.5. Consideriamo una categoria localmente piccola B. Sia con
Car(B, Set) la categoria avente come oqgetti i funtori da B a Set cartesiani
(ovvero che preservano i prodotti finiti) e come frecce trasformazioni naturali

fra di essi. Se B ammette oggetto terminale 1y, allora L = B(lg,—) €
loggetto iniziale di Car(B, Set).

Dimostrazione. La cartesianita di L ¢ garantita dal fatto che tutti i rappre-
sentabili sono continui (Cfr. [4]). Il fatto che sia oggetto iniziale deriva dal
Lemma di Yoneda in quanto se F' ¢ un altro funtore di Car(B, Set), si ha

nat(IB%(lB, F) = F(]-IB) = ]-Set-

Questo significa che esiste un’unica freccia da B(1g, —) — F in Car(B, Set)
e cioe che il rappresentabile ¢ oggetto iniziale. m

Dimostrazione. (Teorema [3.4)

Consideriamo il morfismo (L, M) : p — Pred(Set) definito come segue. L ¢
il funtore B — Set del Lemma [3.5] Dato un oggetto X in E sopra B in B,
M(X) e il sottoinsieme di L(B) costituito dalle frecce b : 15 — B tali che
b (X) = t.
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Sui morfismi M si comporta come L visto che questo preserva gli elementi
globali di ogni oggetto. Supponiamo infatti di avere una freccia z : X =Y
in E sopra f : A — B. L’esistenza di f* garantisce che X < f*(Y) (per
cartesianita di vy : f*(Y) — Y). Sia ora a € LA = B(15,4) e b = fa.
Allora

a’(X) < a”(f*(Y)) = (fa)" (V) = b*(Y).
Se a € M(X), allora a*X = t e quindi per la disuguaglianza sopra e consi-
derando che t & oggetto terminale, si ha anche b*Y = t, ovvero b € M(Y).
Quindi possiamo definire M (z) = L(f). Tale definizione ¢ corretta e inoltre
M ¢ effettivamente un funtore. Dimostriamo ora che ¢ un c-morfismo di
fibrazioni:

e Verifica la condizione di commutativita
Dato X sopra A, si verifica facilmente che LA = Pred(Set)(M(X)).
Per quanto riguarda le frecce, data z : X — Y sopra f : A — B,
L(f) = Pred(M(z)) per come & stato definito M.

e Manda frecce cartesiane in frecce cartesiane

X 2, Yv MX — 2 MY

(M,L) M(z)
L(f)
A T> B LA —— LB
h
/ g=L(f)h
D

Sia z : X — Y cartesiana sopra f : A — B esiar: U — MY sopra
g : D — LB, tale che esiste h: D — LA con g = L(f)h. Datou € U
devo trovare un elemento a in M X tale che r(u) = Mz(a). Visto che
Pred(Set)(r) = g si fattorizza lungo L(f) e MY C LB, si ha che r(u) ¢
della forma fa per qualche a € LA, con (fa)*"Y = t. Dimostriamo che
a € MX. Osserviamo che, data la cartesianita di z, per I’Osservazione
[L.1]a), *(Y) = X. Dacui, t = (fa)*(Y) = a*(f*(Y)) = a*(X). Allora
possiamo definire v : U — M X che ad un elemento v € U associa a
come sopra. Questo morfismo ¢ effettivamente sopra h e fa commutare
il triangolo voluto. Tale freccia e unica per 1'osservazione fatta quanto
e stata introdotta la fibrazione Pred.

e Il funtore indotto da M tra le fibre preserva i prodotti finiti
Siano X, X, due oggetti di E4 e sia a € M(X; A X3). Allora a*(X; A
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X3) =t e per definizione di prodotto quindi esistono anche frecce t —
a*(X1) et = a*(Xy), ovvero a € M(X;) e a € M(X,). D’altra parte
supponendo che a € M(X;) e a € M(X>), per la proprieta universale
di prodotto, esiste una freccia t — a*(X1) A a*(X3) = a*(X1 A X).
Abbiamo provato quindi che M (X; A X5) = M(X;) N M(Xs), cioe la
tesi.

Spostando il discorso sugli oggetti terminali, osserviamo che nella fibra
dell’oggetto 1p, tale elemento ¢ t e viene mandato da M in {x}, oggetto
terminale di Set. Sia A un oggetto in B e 14 'oggetto finale della fibra
E4. Considerando che i funtori pullback preservano gli oggetti terminali
e per quanto scritto successivamente alla Definizione M) =14¢
quindi

M(14) = M(4(t)) = L(1a)"(t) = t.

Il funtore indotto da M tra le fibre preserva i coprodotti finiti
Siano X1, X, due oggetti di E4 e sia a € M(X;). Per definizione di
M (X7) esiste una freccia t — a*(X1) e per una proprieta del coprodot-
to quindi esiste una freccia t — a*(X7) V a*(X32) = a*(X; V X3), dove
I'ultimo isomorfismo deriva dal fatto che i funtori pullback preservano i
coprodotti. Questo significa che a*(X; V X3) = t e pertanto e possibile
costruire, con un ragionamento analogo per a € M(X3), due morfismi
M(Xl) — M(Xl V XQ) € M(XQ) — M(Xl V XQ) Dimostriamo ora
la validita della proprieta universale. Sia Z un oggetto di P(Set) co-
dominio di due frecce aventi come dominio rispettivamente M (X;) e
M (X5). Per come ¢ definito P(Set), l'esistenza di tali frecce implica
che M(X;)UM(X3) C Z. Per la V—proprieta, preso a € M (X; V X5),
a € M(X;)oae M(Xs) e quindi in qualsiasi caso a € Z. Il morfismo
cosi definito M (X, V X3) — Z presenta le caratteristiche volute e prova
che il funtore indotto preserva i coprodotti binari. Mostriamo ora che
I'oggetto iniziale viene conservato. Visto che i funtori pullback pre-
servano i coprodotti finiti, preserva anche 'oggetto iniziale e pertanto
1.(f) = f # t. Da cio si deduce che M(f) = ). Dato ora A oggetto
di B si avra, sempre per la proprieta sopra detta dei funtori pullback,
4(f) = 04. Quindi per la considerazione seguente alla Definizione
si ha la tesi
M(04) = M(Ty(F)) = L(14)"(f) = 0.

Manda frecce cocartesiane sopra le proiezioni prodotto in frec-
ce cocartesiane
Sia f : A x B — B una proiezione prodotto in B e sia X sopra A x B.
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Inizialmente mostriamo che L(f) : MX — M(X;X) e suriettiva. Sia
be M(X;X). Consideriamo il diagramma commutativo seguente:

AxB—1 B

idAbe Tb )

AgAX]_B'—>1]B
A

Per la condizione di Beck-Chevalley, t = 0*(X,X) = %, (ida x b)*X.
Per I'd—proprieta, esiste a : 1y — A tale che a*(ida x b)*X = t.
Chiamando ¢ := (ida xb)a : 15 — A X B, si ha che ¢*X = t, ovvero che
c € M(X). Inoltre, data la commutativita del diagramma precedente,

Lf(c)=fe= f(ida xbla=blsa=0.

Sia z : X — Y una freccia cocartesiana ¢ § : X — XX il morfi-
smo cocartesiano canonico. Allora esiste un isomorfismo ¥ = ¥;X.
Pertanto, visto che abbiamo provato che M(6) : MX — M(X;X)
e suriettiva, lo sara anche Mz : MX — MY. Consideriamo p :
MX — U la cui immagine tramite Pred si fattorizza come in figura.

U
N
X —=—Y ) MX —E— MY
A
AxB -1 B L(AxB) — LB
Pp
g
C

Dato y € MY, sia € Mz"!(y) e creiamo la mappa MY — U che
a y associa p(z). Tale definizione ¢ corretta, infatti supponendo che
esistano x; e z tali che M z(xz1) = Mz(zy) =y, allora Lf(z1) = Lf(xs)
e infine Pred(p)(z1) = gLf(x1) = gLf(z2) = Pred(p)(z3). Pertanto
p(x1) = p(w2).

]

3.2 Slice Category p/X e la sottocategoria p//X

Introduciamo ora una costruzione canonica che sard fondamentale nella di-
mostrazione del Teorema [3.3]
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Sia B una categoria e A un suo oggetto. Possiamo costruire la slice-
category B/A avente come oggetti frecce B — A in B e un morfismo tra
g:B—Aeh:C — Aeéun morfismo f: B — C in B tale che fg = h.
Preso ora un funtore p : E — B e X in E un oggetto sopra A, possiamo
considerare il funtore associato p/X : E/X — B/A. Disponiamo inoltre di
due funtori dimenticanti ¢ : E/X — E e F': B/A — A. Entrambi mandano
le frecce di E/X o B/A nei loro domini e si comportano come l'identita con
i morfismi.

Il seguente lemma mostra come p/ X sia effettivamente una fibrazione (nel
caso in cui p lo sia) e come le frecce cartesiane possano essere “create” in
modo canonico dimenticandosi i codomini degli oggetti considerati, ovvero
analizzandone le immagini tramite i funtori dimenticanti.

Definizione 3.3. Sia (¢, F) un morfismo trap : E - Be ¢ : E — B.
Esso “crea” frecce cartesiane se per ogni morfismo g in B e per ogni freccia
cartesiana f sopra F(g), esiste f in E sopra g tale che ®(f) = f.

Lemma 3.6. Sep: E — B ¢ una fibrazione, anche il funtore p/X : E/X —
B/A, dove A =pX, lo é. In aggiunta i funtori dimenticanti costituiscono un
morfismo tra fibrazion:.

Dimostrazione. Sianob: B — Aec:C — A due oggettiin B/A, f: B — C
una freccia tra di essi e z : Z — X un oggetto sopra c. Poiché p € una
fibrazione, esiste una freccia cartesiana u : Y — Z sopra f. Inoltre esiste la
mappa y = zu : Y — X. Dimostriamo che tale u & cartesiana anche in E/X.
Sia infatti v : U — X dominio di una freccia ¢ verso z (ovvero ¢ : U — Z e
zq = v). Chiamiamo, con abuso di notazione, 'immagine di g e di v tramite il
funtore p/X p(q) e p(v). Supponiamo quindi che p(q) : (D — A) — (C — A)
si fattorizzi lungo f tramite g : (D — A) — (B — A) (ovvero p(q) = fg e
p(v) = ep(q) = bg ). Per cartesianita di u esiste un’unica freccia s : U — Y
sopra g tale che us = ¢. Tale morfismo puo essere esteso in E/X visto
che ys = zus = v. Le ultime uguaglianze seguono combinandone alcune
precedentemente trovate: in particolare us = q e zq = v.
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La dimostrazione sopra fornita puo essere estesa per provare anche i primi
due punti del lemma successivo che racchiude in sé il precedente. L’afferma-

zione riguardante ’oggetto terminale discende invece dalla cartesianita della
freccia f*(X) — X.

Lemma 3.7. Consideriamo le fibrazionip :E —- B ep/X :E/X — B/A e
il funtore dimenticante (¥, F).

e Il morfismo (®,F) “crea” frecce cartesiane, ovvero dimenticandoci di
X e di A, la freccia cartesiana corrispondente in p puo essere estesa
ad una freccia cartesiana in p/X;

e [l morfismo (®,F) “crea” oggetti iniziali, coprodotti binari e prodotti
binari nelle fibre;

e L’oggetto terminale nella fibra sopra f : B — A in p/X, é la freccia
cartesiana 7; X — X

Per quanto segue, avremo bisogno di assumere che B e le fibre di p am-
mettano prodotti binari e che i funtori pullback li preservino, proprieta ga-
rantite ad esempio se parliamo di una c-fibrazione. Imponendo tali condizioni
riusciamo a definire un morfismo (A, D) : p — p/X come segue:

oD:B—)IB/A

— oggetti B in B viene mandato in B x A — A;

— morfismi Un morfismo f : B — C definisce una mappa f X id4 :
B x A — C x A che effettivamente ¢ un morfismo in B/A visto
che fa commutare il triangolo voluto

e A'EE/X

— oggetti Dato Y sopra B, consideriamo in B le proiezioni prodotto
mg: BXxA— Bemy: BxA— Aeiloro funtori pullback. Allora
definiamo I'immagine di Y come Y x X = 7m5(Y) x 7% (X)), oggetto
sopra A x B.

— morfismi Osserviamo prima che la proprieta universale del pro-
dotto si estende (con alcune precisazioni) anche se consideria-
mo oggetti fuori dalla fibra in cui ci troviamo. Siano dati Y e
Z sopra C, f : B — C e W sopra B, dominio delle funzio-
niy: W —=Yez: W — Zsopra f. Chiamando 7y e 7y
le proiezioni prodotto di Y X Z rispettivamente in Y e in Z,
esiste un’unica freccia w : W — Y x Z tale che myw = y e
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mzw = z. La dimostrazione dell’esistenza segue considerando la
cartesianita delle frecce vy : f*(Y) = Y e vz : f*(Z2) —» Z
che inducono i morfismi W — f*(Y) e W — f*(Z) e quin-
di W — f*(Y x Z). Componendolo con la freccia cartesiana
wxz @ Y x Z) = f(Y) x f(Z) = Y x Z si ottiene quan-
to desiderato. Per quanto riguarda l'unicita, essa segue dall’
Osservazione [1.1] applicata a quest’ultima freccia.

Dato ora un morfismo u : Y — Z sopra f : B — C, devo trovare
una freccia

T5(Y) x T(X) = VXX — Z%X = 15(Z) x 7y % (X)

sopra f X id,, dove i nomi delle funzioni in questione vengono
chiarite nei seguenti diagrammi:

fxida fxida

BxA—SCx A BxA—SCx A
WBJ/ J/ﬂ‘c (7) WAI lﬂ’fq (8)

La cartesianita della freccia 75 (Z) — Z e l'esistenzadiu : Y — Z,
creano un’unica Y — 75 (Z) che composta con il morfismo car-
tesiano (YY) — Y definisce una freccia n5(Y) — 75(Z). Con-
siderando il diagramma (8), invece di (7), con un ragionamen-
to analogo otteniamo una freccia 7% (X) — 7(X). La mappa
cercata uxX : YxX — ZxX viene determinata in base alle
considerazioni precedenti e alla proprieta universale del prodot-
to, visto che le frecce in questione 75(Y) x 7% (X) — 74(X) e
75(Y) x 75 (X) — 75(Z) sono entrambe sopra lo stesso morfismo

f X 1dy.

Si puo mostrare che cosi definiti, A e D sono funtori. Inoltre vale il seguente
teorema.

Teorema 3.8. Sia p : E — B una fibrazione in cui sia B che le fibre ammet-
tono prodotti finiti preservati dai funtori pullback. Preso X un oggetto di E
sopra A, consideriamo 0 = (A, D) : p — p/X definito come sopra. Allora:

a. 0 & un morfismo di fibrazioni;
b. 0 conserva i prodotti binari e 'oggetto terminale;

c. Se 1 coprodotti binari soddisfano la legge distributiva e sono preser-
vati dai funtori pullback, allora 6 li conserva; se [’oggetto iniziale é
preservato dal funtore pullback, allora  lo conserva;
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d. Se ¥y e stabile e soddisfa la reciprocita di Frobenius, 6 manda frecce
cocartesiane sopra f in frecce cocartesiane.

Dimostrazione.

a. E facile verificare che il diagramma in figura commuta.

E—E/X

b

B—22B/A

Proviamo ora che § manda frecce cartesiane in frecce cartesiane. Sup-
poniamo vy : Y — Z una freccia cartesiana in p sopra f : B — C' e
a:U — ZxX in p/X che si fattorizza lungo Df. Con abuso di no-
tazione, per ragioni di chiarezza e praticita, indicheremo un oggetto in
p/X solamente con il suo dominio. Attuando tali omissioni indichiamo
in figura lo schema che stiamo considerando.

U

«

YxX — ZxX
Ay

Chiamiamo 74, 7w le proiezioni di B x A rispettivamente lungo A e B e
analogamente 7’y e m¢ le proiezioni di C'x A lungo A e C. Siano inoltre
YY) =Y ey wh(Z) — Z le frecce cartesiane che nascono dai
funtori pullback. Il morfismo vy, : 75(Y) — Z ha immagine tramite
p che si fattorizza lungo mo (poiché p(yrm) = frp = mo(f x ida)) e
quindi per cartesianita di vy, esiste v : 75(Y) — 75(Z). Questa freccia &
inoltre cartesiana visto che lo sono 71, v, e ¢ e verticale. Consideriamo
ora il seguente diagramma
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«

YxX —5 ZxX
Avyy

lpr lpr

mp(Y) —— m&(2)

dove con ‘pr’ sono indicate le proiezioni prodotto. Per cartesianita di
v esiste una freccia 8 : U — 75(Y). tale che v = pra. Visto che v
e verticale, le frecce 8 e pra sono tutte sopra lo stesso morfismo in B
e quindi per la proprieta universale del prodotto tra fibre, esiste una
freccia U — Y xX. Questa soddisfa le proprieta volute e si dimostra
facilmente essere unica. Infine & possibile estenderla a morfismo in p/ X,
da cui la tesi.

. Dimostriamo che preserva i prodotti binari nelle fibre. Data la fun-
torialita di A, A(Y x Z) & dominio di due morfismi con codominio
A(Y) e A(Z). Assumiamo ora che esista W — X in p/X per cui
esistano f; : W — YxX e fy : W — ZxX. Componendo f;
ed fo con le proiezioni prodotto otteniamo i morfismi W — 75(Y)
e W — 7w5(Z) e per la definizione di prodotto quindi una freccia
W — 75(Y) x m5(Z) = n5(Y x Z) perché i funtori pullback pre-
servano 1 prodotti binari. Inoltre esiste anche una freccia canonica
W — 7% (X) e quindi riutilizzando la proprieta universale di prodotto,
esiste la freccia voluta W — 75(Y x Z) x 7% (X) = A(Y x Z).

. Sia Y un oggettosopra B, f : B — Ced u : Y — Z una freccia cocarte-
siana sopra f. Dobbiamo mostrare quindi che du : Y xX — Zx X ¢ co-
cartesiana. Osserviamo che per I’Osservazione [1.1| applicata alle frecce
cocartesiane, Z = ¥,(Y') e inoltre 9, cartesiana equivale a dimostrare
che ZxX = ¥;4,(YXX). Fatte tali considerazioni, la tesi quin-
di equivale a provare che ¥;(Y)xX 2 34, (Y xX). Consideriamo
pertanto il seguente diagramma in B

indA

Bx A » O x A
XAJ y

B A TC

B ! y
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Otteniamo

Spwida (Y XX) 2 Bypsia, (15(Y) x 74(X))
= Ywids (Tp(Y) X (f x ida) * 75 (X))
= Yiwids (1p(Y)) x (77 X)
> S Y X X
= 3(Y)xX,

dove il primo e I'ultimo isomorfismo discendono dalla definizione di x,
il secondo da 75 (f x id4) = 7%, il terzo dalla reciprocita di Frobenius
e il quarto dalla condizione di stabilita.

]

Data p : E — B una c-po-fibrazione, non ¢ detto che p/ X lo sia. Basta os-
servare infatti che B/A potrebbe non ammettere prodotti binari (ad esempio
non lo fa se B non ammette pullback). Ci restringiamo cosi ad una fibrazione
piu piccola della slice-category che soddisfa le proprieta volute. Per il Teore-
ma[3.8 D conserva i prodotti e quindi possiamo considerare come fibrazione,
I'immagine di B tramite D.

Definizione 3.4. Data p : E — B fibrazione, consideriamo X oggetto in
E sopra A e D : B — B/A funtore come sopra. Definiamo la fibrazione
p//X : E//X — D(B) avente come categoria base I'immagine di B tramite
D e la categoria totale composta da tutti gli oggetti in E/X sopra un qualche
oggetto di D(B).

E facile dimostrare che effettivamente p//X & una c-po-fibrazione, nel
caso in cui p lo sia (Cfr. Corollario 2.6 in [2]).

Vediamo ora, nel caso in cui p sia una c-po-fibrazione, come le proprieta
disgiuntiva ed esistenziale siano legate alla conservativita del funtore 9.

Lemma 3.9. Sia p una c-po-fibrazione.

e Sia X sopra A. Se X ha un supporto globale, allora éx :p — p//X &
conservativo,

o Siano X1, Xo due oggetti sopra 1y con X1+ Xo =1t e Y, Z due oggetti
sopra A conY £ Z. Allora uno tradx, :p — p// X1 edx, : p — p// X
¢ conservativo per'Y e Z (cioé dx,(Y) £ 0x,(Z));

Dimostrazione.
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e Siano U,V sopra B con §(U) < §(V), ovvero n(U) x4 (X) < wx(V) x
75 (X). L’ipotesi di esistenza del supporto globale per X significa che
¥, (X) = t, quindi otteniamo

U (0(U)) = B (15 (U) X 74 (X)) = U X By (14(X))
= U x (1) (S1,)X = U x (15)°(8)
=U x ]_EB = U,

dove il secondo isomorfismo deriva dalla reciprocita di Frobenius, il
terzo dalla condizione di Beck-Chevalley per il diagramma (9), il quarto
dall’esistenza del supporto globale per X e infine il quinto per il fatto
che i funtori pullback preservano gli oggetti terminali.

B—2 1
WBT T,A (9).

BxA—"%A
Con considerazioni analoghe si mostra che ¥, (6(V)) = V. Dall'ipotesi
che 6(U) < 0(V) segue che X, (6(U)) < 3;,(0(V)) e quindi U < V.

e Supponiamo per assurdo che sia dx, (Y) < dx,(Z), siadx,(Y) < dx,(Z).
Allora segue che YxX; < ZxX; e YxX, < ZxX,. Per la proprieta
del coprodotto, se A < B e C < D, allora vale anche A+ C < B+ D.
In particolare

(YXX1) + (Y xXy) < (ZxX1) 4+ (Zx X3).
Chiamando 7g : B X 15 — B, per la legge distributiva questo porta a

(Y)Y xt XY x(X; + Xo) 2 (YxX)) + (Y xX) <

S (Z+X)X(Z 4 X3) = Zx(X1 + Xy) =2 Zxt 2 7p(2Z).

Poiché 7p € una proiezione prodotto, esiste I’aggiunto sinistro >, e si
ha pertanto ¥, 75(Y) < 3, ,75(Z). Per la counita dell’aggiunzione si
ha quindi anche una freccia Y — Z contro l'ipotesi Y £ Z.

]

3.3 Dimostrazione del Teorema di Completezza

Presentiamo ora I'ultimo lemma che ci servira per la dimostrazione del Teo-

rema [3.31
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Lemma 3.10. Sia p: E — B una c-po-fibrazione. Consideriamo un oggetto
A in B e due oggetti X,Y sopra di esso con X &« Y. Allora ¢’¢ una c-
po-fibrazione q in cui vale la V-proprieta e la 3-proprieta e un c-morfismo
@ :p— q tale che p(X) £ (V).

Dimostrazione. La dimostrazione procede per induzione transfinita. Sia A
un cardinale maggiore di Ny e della cardinalita delle frecce in E e in B.
Chiameremo un ordinale non limite « pari se ¢ della forma d + 2n e dispari
se della forma 0 + 2n — 1 per n < w e § ordinale limite. Consideriamo infine
una funzione a — (f,,7,) con la proprieta che per ogni 3,7 < A ¢’¢ almeno
un « pari e uno dispari maggiore di  tali che entrambi vengano mandati in
(B,7). Definiremo per ricorsione i seguenti elementi:

e p, c-po-fibrazione;

e per ogni # < o un c-morfismo ¢g, : pg — P, che soddisfa le seguenti
proprieta:

— PapPpy = Pay Per ogni a < B <y,
- SOOaX ﬁ QOQQY.

e per ogni a < A un’enumerazione (Z§Y = BY)y<x di tutti gli oggetti di
Po con supporto globale;

e per ogni a < A un’enumerazione (US, V2*),<x delle coppie di oggetti in
Do sopra 1, tali che UV YV =t.

Iniziamo ora la definizione per ricorsione.

e a=0
Poniamo p, = p e oo = idp,;

e ( successore pari

Sia a = S(9) e (B,7) = (BayVa)- Se f £ « allora non facciamo
nulla, ovvero poniamo p, = D5, Paa = idp, € Pya = Py Per ogni
v < 4. Invece se f < «, consideriamo un oggetto Z — C' con supporto
globale nell’enumerazione per 3. Per le proprieta di c-morfismo, pgsZ
ha supporto globale in Cj e per il Lemma ponendo p, = ps// s Z,
il c-morfismo s, : ps — pa € conservativo, ovvero s, X ﬁ VsaY .
Definiamo poi ¢g, = ¢5¥sa
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e « successore dispari
Si esegue una costruzione simile alla precedente, questa volta pero sfrut-
tando il punto 2) del Lemma e quindi ponendo p, o uguale a ps//U
o a ps//V in base a quale c-morfismo tra dy e dy € conservativo.

e « ordinale limite

Consideriamo il diagramma in Cat™ dettato dalle fibrazioni pg e dai
c-morfismi .3 per v < 8 < a. Definiamo p, il colimite di tale dia-
gramma e indichiamo con g, le proiezioni colimite che nascono in
questo modo che sono c-morfismi per le proprieta dei colimiti (per I'e-
sistenza di colimiti arbitrari in [ — -, Cat}, Cfr.[4]). Poniamo poi per
definizione @, = idp,,. Questi c-morfismi cosl costruiti soddisfano le
condizioni richieste sulla composizione e inoltre ¢y, X ﬁ YoaY -

Completata la definizione per ricorsione, ci occupiamo di determinare il mor-
fismo che prova la tesi. Consideriamo il colimite ¢ del diagramma generato
dalle fibrazioni (pa)a<a € siano @,y i c-morfismi che nascono per definizio-
ne di coprodotto p, — ¢. Per le proprieta del colimite continuera a valere
ooaX % porY. Dimostriamo che ¢ gode dell’3—proprieta. Sia W — D un
oggetto con supporto globale. Questo sara I'immagine tramite ¢gy di un
oggetto con supporto globale Z — C' in pg, per un certo 5 < A. Per ipo-
tesi esiste un a > (3 pari con a — (B4, 7.) = (B,7). Dalla definizione per
ricorsione data precedentemente, chiamando ¢ 1’ordinale precedente ad «, si
ottiene che p, = ps//ppsZ e che ppaZ = Ysa(YpsZ) ha un elemento globale.
Da questo si evince che W = pg(Z) = var(¢sa(Z)) ha un elemento globale.
Per la V-proprieta si ragiona allo stesso modo, prendendo o > 3 pari. O]

Osservazione 3.2. Analizziamo il caso in cui p sia una c-po-fibrazione. L’ele-
mento terminale in B/A ¢ ids: A — Aein (E//X)' &t = idy. Osserviamo
che 0(X) possiede un elemento globale, ovvero esiste d : 1g/4 — (AX A — A)
tale che d*§(X) = t. Siano m e my le proiezioni rispettivamente lungo la pri-
ma e la seconda componente di A x A in A. Allora poniamo d = (id4,id4).
Tale definizione e corretta visto che il triangolo seguente commuta

A d=(ida,ida) Ax A

Si hanno inoltre i seguenti isomorfismi (nella scrittura sottostante, con abuso
di linguaggio, denotiamo le frecce oggetto di E//X solo con i loro domini)

d*(6(X)) = d*(7(X) x m3(X)) = d'n}(X) x d*m3(X)
> id* (X)X idy (X) 2 X x X 2 X,
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ovvero d*(0(X)) Zidx = t.

Se Y & un altro oggetto sopra A, allora d*(§(Y)) = d* (77 (X) x m3(Y) —
X) 2 X xY — X. In particolare, se X <Y, X xY = X e quindi
d*(0(Y)) Zidx =t = d*(6(X)). D’altro canto, se d*(0(X)) < d*(6(Y)),
allora esiste una freccia X — X x Y e quindi X < Y. Abbiamo mostrato
quindi che X <Y se e solo se d*(0(X)) < d*(6(Y)).

Presentiamo infine la dimostrazione dell’analogo categoriale del Teorema
di completezza.

Dimostrazione Teorema [3.3.

Consideriamo X ed Y sopra A con X £ Y. Per Osservazione (3.2, d*§(X) =
te, posti X = d*(6(X)) eY = d*(§(Y)), siha X £ Y. Grazie al Lemma
possiamo costruire una c-po-fibrazione ¢ con la V-proprieta e la 3-proprieta
e un c-morfismo ¢ : p//X — ¢ con p(X) £ ¢(Y). Notiamo inoltre che in g,
f £ t in quanto se oggetto iniziale e finale coincidessero, ogni oggetto sarebbe
minore o uguale ad ogni altro e quindi anche p(X) < (V).

Possiamo applicare ora il Teorema ed affermare l'esistenza del mor-
fismo yu = (M,L) : ¢ — Pred(Set). Per come & costruito, M(o(Y)) = 0
e M(o(X)) = 1ge. Osserviamo infatti che essendo ¢ un c-morfismo, in-
duce morfismi nella cateogoria totale e nella base che preservano prodotti
e in particolare oggetti terminali. Da questo segue che ¢(X) = t, quin-
di "{B(gp(f()) = id;,(t) = t e pertanto M(p(X)) = 1ge. D’altro canto,
M(o(Y)) C L(1g) = {}. Se fosse M(p(Y)) = {x}, significherebbe che 1'u-
nica freccia !y, = idy, : 1z — 1p & tale che (V) = id’{B(go(}A/)) = t, contro
quanto previsto dal Lemma m per cui t = p(X) £ o(Y).

Poniamo (@, F) = pg : p//X — Pred(Set). Per quanto detto preceden-
temente ®(X) £ ®(Y). Componendo ora con § : p — p//X otteniamo il
morfismo desiderato ®§ : p — Pred(Set). Per provare la tesi basta verificare
che ®(6(X)) £ ®(6(Y)). Supponiamo che valga tale disuguaglianza. Allora

varrebbe F(d)*(®(§(X))) < F(d)*(®(6(Y))) e quindi
D(d"(6(X))) = (d")(P(6(X))) = F(d)"((4(X))) <
< F(d)(®(o(Y))) = @(d"(0(Y)))-

Ricordando infine che X = d*(6(X)) e Y = d*(6(Y)), si avrebbe dunque

~ ~

O(X) < P(Y), contro quanto dimostrato precedentemente. O

Concludiamo con la dimostrazione del Teorema di Completezza di Godel
che usualmente si incontra in logica.

Teorema 3.11. (Completezza di Gédel) Se un sequente I' | o 1) € soddi-
sfatto in ogni struttura insiemistica, allora ¢ derivabile.
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Dimostrazione. Per I'Osservazione [3.1}], il fatto che il sequente sia soddisfatto
in ogni struttura insiemistica & equivalente a dire che ogni c-morfismo (M, N)
tra la fibrazione di Lindenbaum-Tarski e la fibrazione dei predicati in Set
realizza N'(T', [p]) <igy,p, N(T,[¢]). Utilizzando il Teorema possiamo

quindi dimostrare che (T, [¢]) <o (I, [¢)]) e quindi per I’Osservazione

che il sequente in questione e derivabile. O
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Appendice: legge distributiva

Posti 2, e 9, come segue,

U (pVY)ADE (pVY)AD
LCl(eVy)AdED ClekFep

7= T (V) AIED T|p (oVY)AdE @

Lo, (eVO)ANIEpAD
Lo (o V) ANIE (0 AD)V (Y AD)

LIV AIE(@VP) AD
T|(pVY)ADED T |k

P2 = T g (pVi)AIFD T 0, (pV) ADF ¢

Lo eV AIEPAY
F 1o eV NI E (e AD)V (Y AD)

la derivazione del sequente voluto &

D Dy L] (pVP)AIE (V) AD

LoV, (o VY)AIE (9 AD)V (Y AD) U (pVY)AI =V

D (Vi) AT, (V) NI (9 AND)V (P AD)
L (@pV)AIE(eAD)V (P AD)
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